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1. Une histoire

2. De la Terre Þ la Lune

3. 20 000 Lieux sous les mers

4. LġExposition



Une Histoire

La programmation dynamique



- Equation de Bellman

- Frvbujpo!eǃIbnjmupoƿJacobiƿBellman

- «gmˢbv!ef!mb!ejnfotjpoº!)Curse of dimensionality )

Richard Bellman
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La Programmation 
dynamique

Histoire 



Mçthode de crçation 
dġalgorithme

Qpvs!sˢtpvesf!eft!qspcmˡnft!
eǃpqujnjtbujpo!pv!eǃˢovnˢsbujpo



De la Terre Þ la Lune



Viser la Lune



Trouver le chemin qui 

rencontre le moins de 

nˢuˢpsjuft



Dibrvf!dbtf!sfqsˢtfouf!

vof!«efotjuˢº!ef!

nˢuˢpsjuft

On avance soit :

- vers la droite

- vers le bas
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Exemple

100 + 80 + 10 + 20 + 30 + 

80 + 95

415
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Exemple

100 + 25 + 10 + 20 + 15 + 

80 + 95

345
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Mf!njojnvn!˙!dibrvf!

ˢubqf!oǃftu!qbt!mb!

minimum global
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Tester tous le chemins possibles

Retenir le meilleur

Recherche exhaustive (Force Brute)



Tous les chemins



Tous les chemins ( 4x4)



Lġalgorithme

Calculer (position) {

Si position est destination

alors cout(position)

Sinon si position est sur un bord

alors cout(position) + Calculer (position suivante )

Sinon

cout(position)  + minimum( Calculer (position bas), 
Calculer (position droite))

}



Le code

int compute( Grid grid , Position p) {
if ( p. x < grid . limit ) {

if ( p. y < grid . limit ) {
return grid .at( p) 

+ min( compute( grid , new Position( p. x + 1, p. y)), 
compute( grid , new Position( p. x, p. y + 1)));

}
else {

return grid .at( p) + compute( grid , new Position( p. x + 1, p. y));
}

}
else if ( p. y < grid . limit ) {

return grid .at( p) + compute( grid , new Position( p. x, p. y + 1));
}
else {

return grid .at( p);
}

}



Le code

int compute( Grid grid , Position p) {
if ( p. x < grid . limit ) {

if ( p. y < grid . limit ) {
return grid .at( p) 

+ min( compute( grid , new Position( p. x + 1, p. y)), 
compute( grid , new Position( p. x, p. y + 1)));

}
else {

return grid .at( p) + compute( grid , new Position( p. x + 1, p. y));
}

}
else if ( p. y < grid . limit ) {

return grid .at( p) + compute( grid , new Position( p. x, p. y + 1));
}
else {

return grid .at( p);
}

}



Complexitç ?



Complexitç ?



Dfmb!sfwjfou!˙!dipjtjs!p˯!mǃpo!qmbdf!

les 3       , parmi les 3           (4 choix)

Complexitç



Dfmb!sfwjfou!˙!dipjtjs!p˯!mǃpo!qmbdf!

les 3       , parmi les 3

Complexitç



Complexitç

Soit : 

Dpncjobjtpot!bwfd!sˢqˢujujpot-!dipjtjs!l!qbsnj!o!;

Avec N = taille,

n = N+1 et k = N 



Pour n=512

448125455209897081002416485048133318001530785

906773699441608789940477370661143964479108414

007291406034616943401861860280300750167237649

685869987398362661606247167585150557210202515

933540109055902782852210522976011490037704775

010193851160493255364746251743844451364876533

2694500283328402213868763956573913670

Oooops



Pour calculer

On utilise          et      
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Pour calculer

On utilise          et      

Pour calculer

On utilise          et      
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Beaucoup de rçpçtitions



On ajoute un cache˙!opusf!

sˢdvstjpo

Rçcursion avec mçmoísation



Lġalgo

Calculer (position) {

Si position est destination

alors cout(position)

Sinon si position est sur un bord

alors cout(position) + Calculer (position suivante )

Sinon

cout(position)  + minimum( Calculer (position bas), 
Calculer (position droite))

}

Si position est dans le cache, alors utiliser cette valeur

Sinon calculer et mettre dans le cache



Nˢnpsjtfs!df!rvj!ftu!dbmdvmˢ!"

Sous-Problæmes qui se chevauchent (overlapping)
Cache<Position> cache = new Cache<>();
int computeMemo(Grid grid , Position p) {

if ( cache.doesntContains ( p)) { 
if ( p. x < grid . limit ) {

if ( p. y < grid . limit ) {
cache.memo( p, grid .at( p) 

+ min( computeMemo( grid , new Position( p. x + 1, p. y)), 
computeMemo( grid , new Position( p. x, p. y + 1))));

}
else {

cache.memo( p, grid .at( p) + computeMemo( grid , new Position( p. x + 1, p. y)));
}

}
else if ( p. y < grid . limit ) {

cache.memo( p, grid .at( p) + computeMemo( grid , new Position( p. x, p. y + 1)));
}
else {

cache.memo( p, grid .at( p));
}

}
return cache.get ( p);

}



Une seule fois par Case



Complexitç

Soit : 

On calcule une seule fois chaque case de la grille

Avec N = taille,

(en temps et en espace )



Parcours de Graph



Chemin minimal



Chemin minimal



Expression

Dibrvf!qspcmˡnf!ef!qsphsbnnbujpo!ezobnjrvf!

qfvu!ˣusf!gpsnvmˢ!dpnnf!vo!parcours de graph

Dibrvf!«oÒveº!sfqsˢtfouf!vo!«ˢubuº!fu!mf!qspcmˡnf!dpotjtuf!fo!

vof!tvddfttjpo!ef!eˢdjtjpo!ef!usbotjujpo!fousf!dft!«ˢubutº



Principe Dġoptimalitç de Bellman

Vo!difnjo!pqujnbm!ftu!gpsnˢ!ef!sous-chemins

optimaux

Si Cftu!vo!difnjo!pqujnbm!fousf!B!fu!C!fu!tj!D!bqqbsujfou!˙!C, alors 

les sous-cheminsef!B!˙!D!fu!ef!D!˙!C!ebot!C sont optimaux



Chemin minimal



Principe Dġoptimalitç de Bellman



Enumçrer 

La programmation dynamique va essayer toutes les 

qpttjcjmjuˢt

Et garder la meilleure



La condition dġarrèt

Le cas nominal



Lġexpression de rçcursion

Fyqsjnf!vo!psesf!upqpmphjrvf!tvs!mft!oÒvet!ev!hsbqi!bdzdmjrvf



int computeTable( Grid grid , Position p) {
int [][] ligne = new int [ grid . limit + 1][ grid . limit + 1];
for ( int l = grid . limit ; l >= 0; l -- ) {

for ( int c = grid . limit ; c >= 0; c-- ) {
if ( l == grid . limit && c == grid . limit ) {

ligne [ c][ l ] = grid .at( new Position( l , c));
} else if ( l == grid . limit ) {

ligne [ c][ l ] = grid .at( newPosition( l , c)) + ligne [ c + 1][ l ];
} else if ( c == grid . limit ) {

ligne [ c][ l ] = grid .at( new Position( l , c)) + ligne [ c][ l + 1];
} else {

ligne [ c][ l ] = grid .at( new Position( l , c)) 
+ min(ligne [ c][ l +1], ligne [ c+1][ l ]);

}
}

}
return ligne [0][0];

}

On construit le cache

Version tabulçe



Po!dpotusvju!mb!tpmvujpo!qbs!«remplissage º

Version juˢsbujwfef!mǃbmhpsjuinf!sˢdvstjg

Frvjwbmfou!˙!«qsˢ-remplir º!mf!dbdif

Nˣnf!dpnqmfyjuˢtemporelle

Construction Tabulaire



Construction itçrative



Dçpendances des calculs



Dçpendances des calculs



Dçpendances des calculs



On peut conserver uniquement les s ubutoˢdfttbjsft

Fdpopnjf!eǃftqbdf

Construction Tabulaire



Une seule ligne

Espace rçduit
int computeLigne( Grid grid , Position p) {

int [] ligne = new int [ grid . limit + 1];
for ( int l = grid . limit ; l >= 0; l -- ) {

for ( int c = grid . limit ; c >= 0; c-- ) {
if ( l == grid . limit && c == grid . limit ) {

ligne [ c] = grid .at( new Position( l , c));
} else if ( l == grid . limit ) {

ligne [ c] = grid .at( newPosition( l , c)) + ligne [ c + 1];
} else if ( c == grid . limit ) {

ligne [ c] = grid .at( new Position( l , c)) + ligne [ c];
} else {

ligne [ c] = grid .at( new Position( l , c)) + min( ligne [ c], ligne [ c + 1]);
}

}
}

return ligne [0];
}



Complexitç

Soit : 

On calcule une seule fois chaque case de la grille

Avec N = taille,

)Tfvmfnfou!O!fo!ftqbdf!"!Mǃˢubu!˙!dibrvf!juˢsbujpo!ftu!ef!ubjmmf!O!*



Rçsultat



Bottom-Up vs TOP-DOWN

Sˢdvstjpo!bwfd!Nˢnp˨tbujpo

Top-Down

Construction tabulaire juˢsbujwf

Bottom-Up



20 000 lieux sous les 
mers



ªVous ètes venus surprendre 
un secret que nul homme au 
monde ne doit pçnçtrer, le 

secret de toute mon existence! 
Et vous croyez que je vais vous 
renvoyer sur cette terre qui 
ne doit plus me connaìtre! 

Jamais! En vous retenant, ce 
nġest pas vous que je garde, 

cġest moi-mème!¹



Le Nautilus descend dans les profondeurs

A chaque minute, il descend de 1, 2 ou 3 lieux

Ef!dpncjfo!ef!gbˠpot!ejggˢsfouft!qfvu-il 

eftdfoesf!kvtrv(˙!31!111!mjfvy!@



Ef!dpncjfo!ef!gbˠpot!

ejggˢsfouft!qfvu-il 

descendre les 20 000 lieux 

?



Exemple pour 10 lieux

Ǎ



A) 5768
B)  274
C)    81

Pour 10 lieux ?



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Mçthode Naíve

g!>!Opncsf!ef!difnjot!˙!mb!qspgpoefvs!o

f(10) =     f(9)        En 1 lieu / minutes

+ f(8)       En 2 lieux / minutes

+ f(7)       En 3 lieux / minutes



Equation de Bellman



Sˢdvstjpo!bwfd!dbdif

Rçcursion & Mçmoisation

Cache<Integer> cache = new Cache<>();
public int computeMemo( int n) {

if ( cache. doesntContains( n)) {
if ( n < 0) {

cache.memo( n, 0);
}
else if ( n == 0) {

cache.memo( n, 1);
}
else {

cache.memo(n, computeMemo(n- 1) + computeMemo(n- 2) + computeMemo(n- 3));
}

}
return cache.get ( n);

}



Complexitç

Po!qbsdpvsu!upvt!mft!ˢmˢnfout!ef!2!˙!o

Soit 

(en temps et en espace )



Parcours de Graph

Mf!hsbqi!eft!ˢubut



Analyse



3 variables suffisent

Tabulation

public int compute( int n) {
int n_1 = 1; int n_2 = 0; int n_3 = 0;
for ( int i = 0; i < n; i ++) {

int t = n_1 + n_2 + n_3;
n_3 = n_2;
n_2 = n_1;
n_1 = t ;

}
return n_1;

}



A) 5768
B)  274
C)    81

Total pour 10 Lieux



A) 5768
B)  274
C)    81

15

Total pour 10 Lieux

8



Un pas de plus é



Un pas de plus é



Un pas de plus é



Un pas de plus é



Un pas de plus é



Un pas de plus é



Un pas de plus é

Exponentiation rapide



CjhJoufhfs!qpvs!foujfs!˙!

qsˢdjtjpo!bscjusbjsf

Exponentiation

public BigInteger computeMatrix( BigInteger n) {
Matrice reference = new Matrice ( new int [][] 

{{ 0, 0, 1}, 
{ 1, 0, 1},
{ 0, 1, 1}});

Matrice power = reference .pow( n);
return power.at( 2, 2);

}



Complexitç

Fyqpofoujbujpo!sbqjef-!po!ejwjtf!O!qbs!3!˙!dibrvf!

ˢubqf

Soit :



Total pour 20 000 Lieux
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08646193800032347176812509151616449763351898232024231811132095574661068501664564251101931277795150690077930524905465187174855869158483085158505431739856506980601286251448051989
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45583274982260087426454727677493124958447096944812195868797739408304721401984372929394341439657339171940689250629319500125014743665090745232221667243266110038508686700307783903
16593435624504720578758893731430611385900870643160931085189157182022983078272257719227765399266852985155619962898850256954672093764372653894020307916116754561351683021245900481
51255191977541905074227852268008655737679883773488779339273608015367176573081389448685947410504259329186413365364448430390802958105927446685399002355384353948509219377220983095
49904907527844756070638716514708273159180520181692111777752285498671329993913026862472939982739160602786555154196702371089599044221650030944776173843533919969716181762927848814
07307937320775955272118004642638977090294087167351648330521253706610934999902226027577843130248328667784663218909037126857887183398639422734563723690386047080642181735380336899
62122711586229915387650134905108961666505236431845643092480119810740244229872169608053406546588378591912839843350345383460047630777998809451875395786566313324911063920458741611
92352994779433760899049021055087741084939182564053081312951600151813328529537276502873974417876745114804455814595157766576560261974811629311932957406007177952229071215726012010
97500018365953771971226530387448439378536523918086384005203052990489392450342009781154681776559682218120251510073950983649381761030397949741497633859201262030602892202226309347
81115937265250354345792933441793418273273682074592078846644935316829331736582617062583179845218615062430147237792250370527746018417449579842551552257946599219528243739567191622
96659994714142834294985940932500941981215104443535124211571819007791999881942289270694448515647009558510685189776027685394419985018225455144151391675237666471060498252538979793
00627941138510684308238869666868458272587317933221708240472508024870335146649378713774649339657458806254257913948837212821566852836478961746935312786672754048019980553296107793
63922881033469277727122867488146947449225261516635340905153428593171590531973347345480519231892916632076202675405404911049110327889222194934161062945693516320639569117733251883
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Lġexposition



Vingt Mille Lieues sous les mers, 
Voyage au centre de la Terre,
De la Terre Þ la Lune, 

Le Tour du monde en quatre-vingts jours, 
Lġìle mystçrieuse,

é



Qpvs!gˣufs!Kvmft!Wfsof-!kf!tpvibjubjt!ejtqptfs!tft!mjwsft!tvs!

de grandes tables. Les livres sont identiques de tous les 

dˬuˢt!fu!gpou!21dn!qbs!31dn-!mft!ubcmft!gpsnfou!vo!hsboe!

sfdubohmf!ef!2n!qbs!31n-!ef!dpncjfo!ef!gbˠpot!qpttjcmft!

puis-kf!ejtqptfs!nft!mjwsft!fo!sfnqmjttbou!dpnqmˡufnfou!

mǃftqbdf!@



Exemple 5x6 :

ou



1) 433
2) 1183
3) 9411
4) 75334

5x6 ?

Combien ?



Analyse



Analyse



Analyse

Colonne par colonne



Analyse

Colonne par colonne



Analyse

Qspcmˡnf!mˢhˡsfnfou!ejggˢsfou



Analyse

Qspcmˡnf!mˢhˡsfnfou!ejggˢsfou

Etatqmvt!«grandº



Les sous-problæmes

De la configuration i, calculer le nombre de 

possibles sur les n colonnes restantes



Notation

Opupot!1!«caseº!mjcsf!fu!2!«caseº!pddvqˢf

Une disposition transforme une suite en une autre



Notation

Opupot!1!«caseº!mjcsf!fu!2!«caseº!pddvqˢf!>?!opncsf!fo!cjobjsf

Une disposition transforme une suite en une autre

0 4



Analyse

A partir de la configuration 0 :

les configurations 1, 4, 7, 16, 19, 25, 28 et 31 sont possibles

0



Analyse

A partir de la configuration 1:

les configurations 0, 6, 18, 24 et 30 sont possibles

1



Analyse

A partir de la configuration 4:

les configurations 0, 24 et 27 sont possibles

4



Analyse

A partir de la configuration 27:

seule la configuration 4 est possible

27



Deviner ? Sommer ?

Depuis la combinaison i, et pour n colonnes restantes

Mǃfotfncmf!eft!qpttjcmft!ef!upvuft!mft!dpncjobjtpot!

accessibles pour n-1 colonnes restantes



La rçcurrence



Analyse

Eˢgjojs!mft!tvddfttfvst!ef!dibrvf!dpncjobjtpo

0
1
4

27

Ǎ

Ǎ



Programmation 
dynamique !

Encore une fois ..



Analyse



Analyse



Analyse



Analyse




