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Une Histoire

La programmation dynamique



- Equation de Bellman

- Equation d’Hamilton–Jacobi–Bellman

- « fléau de la dimension » (Curse of dimensionality)

Richard Bellman
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La Programmation 
dynamique

Histoire 



Méthode de création 
d’algorithme

Pour résoudre des problèmes 
d’optimisation ou d’énumération



De la Terre à la Lune



Viser la Lune



Trouver le chemin qui 

rencontre le moins de 

météorites



Chaque case représente 

une « densité » de 

météorites

On avance soit :

- vers la droite

- vers le bas
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Exemple

100 + 80 + 10 + 20 + 30 + 

80 + 95

415
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Exemple

100 + 25 + 10 + 20 + 15 + 

80 + 95

345
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Le minimum à chaque 

étape n’est pas la 

minimum global
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Tester tous le chemins possibles

Retenir le meilleur

Recherche exhaustive (Force Brute)



Tous les chemins



Tous les chemins ( 4x4)



L’algorithme

Calculer (position) {

Si position est destination

alors cout(position)

Sinon si position est sur un bord

alors cout(position) + Calculer(position suivante)

Sinon

cout(position)  + minimum(Calculer(position bas), 
Calculer(position droite))

}



Le code

int compute(Grid grid, Position p) {
if (p.x < grid.limit) {

if (p.y < grid.limit) {
return grid.at(p) 

+ min(compute(grid, new Position(p.x + 1, p.y)), 
compute(grid, new Position(p.x, p.y + 1)));

}
else {

return grid.at(p) + compute(grid, new Position(p.x + 1, p.y));
}

}
else if (p.y < grid.limit) {

return grid.at(p) + compute(grid, new Position(p.x, p.y + 1));
}
else {

return grid.at(p);
}

}



Le code

int compute(Grid grid, Position p) {
if (p.x < grid.limit) {

if (p.y < grid.limit) {
return grid.at(p) 

+ min(compute(grid, new Position(p.x + 1, p.y)), 
compute(grid, new Position(p.x, p.y + 1)));

}
else {

return grid.at(p) + compute(grid, new Position(p.x + 1, p.y));
}

}
else if (p.y < grid.limit) {

return grid.at(p) + compute(grid, new Position(p.x, p.y + 1));
}
else {

return grid.at(p);
}

}



Complexité ?



Complexité ?



Cela revient à choisir où l’on place 

les 3       , parmi les 3           (4 choix)

Complexité



Cela revient à choisir où l’on place 

les 3       , parmi les 3

Complexité



Complexité

Soit : 

Combinaisons avec répétitions, choisir k parmi n :

Avec N = taille,

n = N+1 et k = N 



Pour n=512

448125455209897081002416485048133318001530785

906773699441608789940477370661143964479108414

007291406034616943401861860280300750167237649

685869987398362661606247167585150557210202515

933540109055902782852210522976011490037704775

010193851160493255364746251743844451364876533

2694500283328402213868763956573913670

Oooops



Pour calculer

On utilise          et      
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Pour calculer

On utilise          et      

Pour calculer

On utilise          et      
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Beaucoup de répétitions



On ajoute un cache à notre 

récursion

Récursion avec mémoïsation



L’algo

Calculer (position) {

Si position est destination

alors cout(position)

Sinon si position est sur un bord

alors cout(position) + Calculer(position suivante)

Sinon

cout(position)  + minimum(Calculer(position bas), 
Calculer(position droite))

}

Si position est dans le cache, alors utiliser cette valeur

Sinon calculer et mettre dans le cache



Mémoriser ce qui est calculé !

Sous-Problèmes qui se chevauchent (overlapping)
Cache<Position> cache = new Cache<>();
int computeMemo(Grid grid, Position p) {

if (cache.doesntContains(p)) { 
if (p.x < grid.limit) {

if (p.y < grid.limit) {
cache.memo(p, grid.at(p) 

+ min(computeMemo(grid, new Position(p.x + 1, p.y)), 
computeMemo(grid, new Position(p.x, p.y + 1))));

}
else {

cache.memo(p, grid.at(p) + computeMemo(grid, new Position(p.x + 1, p.y)));
}

}
else if (p.y < grid.limit) {

cache.memo(p, grid.at(p) + computeMemo(grid, new Position(p.x, p.y + 1)));
}
else {

cache.memo(p, grid.at(p));
}

}
return cache.get(p);

}



Une seule fois par Case



Complexité

Soit : 

On calcule une seule fois chaque case de la grille

Avec N = taille,

(en temps et en espace )



Parcours de Graph



Chemin minimal



Chemin minimal



Expression

Chaque problème de programmation dynamique 

peut être formulé comme un parcours de graph

Chaque « nœud » représente un « état » et le problème consiste en 

une succession de décision de transition entre ces « états »



Principe D’optimalité de Bellman

Un chemin optimal est formé de sous-chemins

optimaux

Si C est un chemin optimal entre A et B et si C appartient à C, alors 

les sous-chemins de A à C et de C à B dans C sont optimaux



Chemin minimal



Principe D’optimalité de Bellman



Enumérer 

La programmation dynamique va essayer toutes les 

possibilités

Et garder la meilleure



La condition d’arrêt

Le cas nominal



L’expression de récursion

Exprime un ordre topologique sur les nœuds du graph acyclique



int computeTable(Grid grid, Position p) {
int[][] ligne = new int[grid.limit + 1][grid.limit + 1];
for (int l = grid.limit; l >= 0; l--) {

for (int c = grid.limit; c >= 0; c--) {
if (l == grid.limit && c == grid.limit) {

ligne[c][l] = grid.at(new Position(l, c));
} else if (l == grid.limit) {

ligne[c][l] = grid.at(new Position(l, c)) + ligne[c + 1][l];
} else if (c == grid.limit) {

ligne[c][l] = grid.at(new Position(l, c)) + ligne[c][l + 1];
} else {

ligne[c][l] = grid.at(new Position(l, c)) 
+ min(ligne[c][l+1], ligne[c+1][l]);

}
}

}
return ligne[0][0];

}

On construit le cache

Version tabulée



On construit la solution par « remplissage »

Version itérative de l’algorithme récursif

Equivalent à « pré-remplir » le cache

Même complexité temporelle

Construction Tabulaire



Construction itérative



Dépendances des calculs



Dépendances des calculs



Dépendances des calculs



On peut conserver uniquement les états nécessaires

Economie d’espace

Construction Tabulaire



Une seule ligne

Espace réduit
int computeLigne(Grid grid, Position p) {

int[] ligne = new int[grid.limit + 1];
for (int l = grid.limit; l >= 0; l--) {

for (int c = grid.limit; c >= 0; c--) {
if (l == grid.limit && c == grid.limit) {

ligne[c] = grid.at(new Position(l, c));
} else if (l == grid.limit) {

ligne[c] = grid.at(new Position(l, c)) + ligne[c + 1];
} else if (c == grid.limit) {

ligne[c] = grid.at(new Position(l, c)) + ligne[c];
} else {

ligne[c] = grid.at(new Position(l, c)) + min(ligne[c], ligne[c + 1]);
}

}
}

return ligne[0];
}



Complexité

Soit : 

On calcule une seule fois chaque case de la grille

Avec N = taille,

(Seulement N en espace ! L’état à chaque itération est de taille N )



Résultat



Bottom-Up vs TOP-DOWN

Récursion avec Mémoïsation

Top-Down

Construction tabulaire itérative

Bottom-Up



20 000 lieux sous les 
mers



« Vous êtes venus surprendre 
un secret que nul homme au 
monde ne doit pénétrer, le 

secret de toute mon existence ! 
Et vous croyez que je vais vous 
renvoyer sur cette terre qui 

ne doit plus me connaître ! 
Jamais ! En vous retenant, ce 

n’est pas vous que je garde, 
c’est moi-même ! »



Le Nautilus descend dans les profondeurs

A chaque minute, il descend de 1, 2 ou 3 lieux

De combien de façons différentes peut-il 

descendre jusqu'à 20 000 lieux ?



De combien de façons 

différentes peut-il 

descendre les 20 000 lieux 

?



Exemple pour 10 lieux

…



A) 5768
B)  274
C)    81

Pour 10 lieux ?



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Compter le nombre de chemins possibles

Exemple pour 10 lieux



Méthode Naïve

f = Nombre de chemins à la profondeur n

f(10) =     f(9)        En 1 lieu / minutes

+ f(8)       En 2 lieux / minutes

+ f(7)       En 3 lieux / minutes



Equation de Bellman



Récursion avec cache

Récursion & Mémoisation

Cache<Integer> cache = new Cache<>();
public int computeMemo(int n) {

if (cache.doesntContains(n)) {
if (n < 0) {

cache.memo(n, 0);
}
else if (n == 0) {

cache.memo(n, 1);
}
else {

cache.memo(n, computeMemo(n-1) + computeMemo(n-2) + computeMemo(n-3));
}

}
return cache.get(n);

}



Complexité

On parcourt tous les éléments de 1 à n

Soit 

(en temps et en espace )



Parcours de Graph

Le graph des états



Analyse



3 variables suffisent

Tabulation

public int compute(int n) {
int n_1 = 1; int n_2 = 0; int n_3 = 0;
for (int i = 0; i< n; i++) {

int t = n_1 + n_2 + n_3;
n_3 = n_2;
n_2 = n_1;
n_1 = t;

}
return n_1;

}



A) 5768
B)  274
C)    81

Total pour 10 Lieux



A) 5768
B)  274
C)    81

15

Total pour 10 Lieux

8



Un pas de plus …



Un pas de plus …



Un pas de plus …



Un pas de plus …



Un pas de plus …



Un pas de plus …



Un pas de plus …

Exponentiation rapide



BigInteger pour entier à 

précision arbitraire

Exponentiation

public BigInteger computeMatrix(BigInteger n) {
Matrice reference = new Matrice(new int[][] 

{{ 0, 0, 1}, 
{ 1, 0, 1},
{ 0, 1, 1}});

Matrice power = reference.pow(n);
return power.at(2, 2);

}



Complexité

Exponentiation rapide, on divise N par 2 à chaque 

étape

Soit :



Total pour 20 000 Lieux
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L’exposition



Vingt Mille Lieues sous les mers, 
Voyage au centre de la Terre,

De la Terre à la Lune, 
Le Tour du monde en quatre-vingts jours, 

L’île mystérieuse,
…



Pour fêter Jules Verne, je souhaitais disposer ses livres sur 

de grandes tables. Les livres sont identiques de tous les 

côtés et font 10cm par 20cm, les tables forment un grand 

rectangle de 1m par 20m, de combien de façons possibles 

puis-je disposer mes livres en remplissant complètement 

l’espace ?



Exemple 5x6 :

ou



1) 433
2) 1183
3) 9411
4) 75334

5x6 ?

Combien ?



Analyse



Analyse



Analyse

Colonne par colonne



Analyse

Colonne par colonne



Analyse

Problème légèrement différent



Analyse

Problème légèrement différent

Etat plus « grand »



Les sous-problèmes

De la configuration i, calculer le nombre de 

possibles sur les n colonnes restantes



Notation

Notons 0 « case » libre et 1 « case » occupée

Une disposition transforme une suite en une autre



Notation

Notons 0 « case » libre et 1 « case » occupée => nombre en binaire

Une disposition transforme une suite en une autre

0 4



Analyse

A partir de la configuration 0 :

les configurations 1, 4, 7, 16, 19, 25, 28 et 31 sont possibles

0



Analyse

A partir de la configuration 1:

les configurations 0, 6, 18, 24 et 30 sont possibles

1



Analyse

A partir de la configuration 4:

les configurations 0, 24 et 27 sont possibles

4



Analyse

A partir de la configuration 27:

seule la configuration 4 est possible

27



Deviner ? Sommer ?

Depuis la combinaison i, et pour n colonnes restantes

L’ensemble des possibles de toutes les combinaisons 

accessibles pour n-1 colonnes restantes



La récurrence



Analyse

Définir les successeurs de chaque combinaison

0
1
4

27

…

…



Programmation 
dynamique !

Encore une fois ..



Analyse



Analyse



Analyse



Analyse



Analyse



Analyse

…



Analyse



Analyse

On reconstruit les 4 successeurs



Analyse

Les sous-problèmes se chevauchent => DP!



Les sous-problèmes

Pour la combinaison i de taille n

Calculer les combinaisons de i’ de taille n’

Avec i’ la combinaison i mise à jour des cases 

consommées

Et n’ la taille restante



Deviner ? Sommer ? Combiner ?

Poser un livre à l’horizontale ou à la verticale

Union des solutions



La récurrence



Combinaisons

public List<Integer> combinaison(int startedCombination, int size) {
if (size == 0) {

return List.of(0);
} else if (startedCombination % pow(2, 1) == 1) { // case "0" occupée

return transform(combinaison(startedCombination / 2, size - 1), 0 /* libre */);
} else if (((startedCombination % pow(2, 2)) == 0) && size > 1) { // case "0" & "1" libre

return union(transform(combinaison(1 + startedCombination / 2, size - 1), 0/* vertical => libre */),
transform(combinaison(startedCombination / 2, size - 1), 1/* horizontal => occupé */));

} else { // case "0" libre
return transform(combinaison(startedCombination / 2, size - 1), 1/* horizontal => occupé */);

}
}

private List<Integer> transform(List<Integer> nexts, int nextColonne) {
List<Integer> res = new ArrayList<>();
for (var j : nexts) {

res.add(2 * j + nextColonne);
}
return res;

}



Algo récursif

public long compte(int i, int n, List<List<Integer>> successeurs) {
if (i==0 && n == 0) { return 1; }
else if (n == 0) { return 0; }
else {

long res = 0;
for (int successeur : successeurs.get(i)) {

res += compte(successeur, n-1, successeurs);
}
return res;

}
}

public long compute(int n, int m) {

List<List<Integer>> successeurs = new ArrayList<>();

for (int i = 0; i < pow(2, n); i++) {

successeurs.add(sort(combinaison(i, n)));

}

return compte(0, m, successeurs);

}



Avec mémoïzation

Cache<Key> cache = new Cache<>();
public int compteMemo(int i, int n, List<List<Integer>> successeurs) {

if (i==0 && n == 0) {
return 1;

}
else if (n == 0) {

return 0;
}
else {

if (cache.contains(new Key(i, n))) { return cache.get(new Key(i, n)); }
int res = 0;
for (int successeur : successeurs.get(i)) {

res += compteMemo(successeur, n-1, successeurs);
}
return cache.memo(new Key(i, n), res);

}
}



Ordre topologique

On a facilement l’ordre sur n

On peut itérer sur les i croissants



Itératif

public int compteIteratif(int n, int m, List<List<Integer>> successeurs) {
int[][] data = new int[m+1][pow(2,n)];
data[0][0]=1;
for (int i = 1; i <= m; i++) {

for (int j = 0; j < pow(2,n); j++) {
for (int successeur : successeurs.get(j)) {

data[i][successeur] += data[i-1][j]; 
}

}
}
return data[m][0];

}



Itératif

public int compteIteratif(int n, int m, List<List<Integer>> successeurs) {
int[][] data = new int[m+1][pow(2,n)];
data[0][0]=1;
for (int i = 1; i <= m; i++) {

for (int j = 0; j < pow(2,n); j++) {
for (int successeur : successeurs.get(j)) {

data[i][successeur] += data[i-1][j]; 
}

}
}
return data[m][0];

}



Etat

On ne dépend que de i-1 

L’état de notre système à chaque itération est un 

tableau à une dimension 

Etat de taille 



Itératif – Espace réduit
public int compteReduceSpace(int n, int m, List<List<Integer>> successeurs) 
{

int[] data = new int[pow(2,n)];
data[0]=1;
for (int i = 1; i <= m; i++) {

int[] next = new int[pow(2,n)];
for (int j = 0; j < pow(2,n); j++) {

for (int successeur : successeurs.get(j)) {
next[successeur] += data[j]; 

}
}
data = next;

}
return data[0];

}



Complexité

On a        « états » possibles, au plus       successeurs possibles  

Et         successions à suivre 

Soit : 

Soit : Pseudo-polynomial

Parce que N est petit



Matrice

On peut décrire les successions dans une matrice



Matrice

On peut décrire les successions dans une matrice



Matrice

On peut décrire les successions dans une matrice

4 0, 3 
24, 27



Matrice

Décrit les successeurs des successeurs (la multiplication)



Exponentiation Rapide
public long compteMatrix(int n, int m, List<List<Integer>> successeurs) {

int[][] matrix = new int[pow(2, n)][pow(2, n)];
for (int i = 0; i < successeurs.size(); i++) {

for (int j : successeurs.get(i)) {
matrix[i][j] = 1;

}
}

Matrice matrice = new Matrice(matrix);
matrice = matrice.pow(m);
return matrice.at(0, 0);

}



Complexité

On est maintenant en exponentiation rapide,

Avec une matrice de taille 

Il y a                 multiplications 

Soit : 



1) 433
2) 1183
3) 9411
4) 75334

5x6 ?

Combien ?



1) 433
2) 1183
3) 9411
4) 75334

5x6 ?

Combien ?



Total 1m * 20m

456553423674762145700976896743735278682686107249252
162457984733104321386090673387083802360644786831248
413767206974051139365712750008203170246511953227684
252669367615266285256835249250416743233151365348266
1665333834311720647583316647383055781



Épilogue





Je suis sur la courbe i, 
et mes derniers changements 
étaient « il y a x:0..24 et y:0..24 » 

Etat



à mémoriser



- Définition des Sous-problèmes



- Définition des Sous-problèmes
- Tout tester (& garder le meilleur)



- Définition des Sous-problèmes
- Tout tester (& garder le meilleur)

- Ordre topologique | graph orienté acyclique



- Définition des Sous-problèmes
- Tout tester (& garder le meilleur)

- Ordre topologique | graph orienté acyclique
- Récurrence + Mémoïzation



- Définition des Sous-problèmes
- Tout tester (& garder le meilleur)

- Ordre topologique | graph orienté acyclique
- Récurrence + Mémoïzation

Une méthode pour trouver un algorithme



Penser aux états

Modéliser et définir les états dans nos applications
Penser en « transitions » d’états



Trouver des noms 
cools

Un bon nommage, ça sert au quotidien



Rien à voir

Programmation Orientée Objet, 
Fonctionnelle, Impérative, …



« Ceux qui ne peuvent se 
souvenir du passé sont 

condamnés à le répéter. »
George Santayana



FIN



Merci

Gaëtan Eleouet



WEBSITE
http://handdrawngoods.com

public long compteMatrix(int n, int m, List<List<Integer>> successeurs) {
int[][] matrix = new int[pow(2, n)][pow(2, n)];
for (int i = 0; i < successeurs.size(); i++) {

for (int j : successeurs.get(i)) {
matrix[i][j] = 1;

}
}

Matrice matrice = new Matrice(matrix);
matrice = matrice.pow(m);
return matrice.at(0, 0);

}

WEBSITE
https://excalidraw.com/

https://github.com/geleouet/JulesVerne2022

http://handdrawngoods.com/
https://github.com/geleouet/JulesVerne2022

